The dynamics of a differentiated duopoly with quantity competition by Fanti, Luciano & Gori, Luca
MPRA
Munich Personal RePEc Archive
The dynamics of a differentiated duopoly
with quantity competition
Luciano Fanti and Luca Gori
Department of Economics, University of Pisa, Department of Law
and Economics ”G.L.M. Casaregi”, University of Genoa
17. September 2011
Online at http://mpra.ub.uni-muenchen.de/33477/
MPRA Paper No. 33477, posted 17. September 2011 18:51 UTC
	




	







	
	

		
			

	
		 !		
"#		
	
	$%		

	&'($()(	*+		
	'
		,-	
./0	 	'
	"'#	

 	
		

	
 	 		 	
 	   		 	 

	

	
	  !"
#$
%&  !'	

	
()*+,-.+*-"	/ + "	/ + 
0		
		()!,1 .
,1!"  	
	  

   	 		  	2 	

3	42)
	
	2		
   		 
	 	 5  

   	
		  3 		 	
  	
	 	  
 	
	  			       	
	   3"
		 	 	 	2 	2" 	
 4 	 	6

42	


 7	8
8	898:			




 ;8$*,8<+,



















                                               
=1	>lfanti@ec.unipi.itfanti.luciano@gmail.com8	>?,@ 1 +;,;@8>?,@
 1 +;,-*
==	
1	>luca.gori@unige.itdr.luca.gori@gmail.com8	>?,@
 +  @@1 ,8>?,@ +  @11,;
</	<A
 
 !"


B 	
   	
   	 	
 	
 3
2	
			7
	 + "	
			

  2  		 	  	
  C 	

		
2	+-,-"B	
				
2	
	
		  	
  	2	 2 0	 +@@  
2
+@,,	
			"

	+-,-"	

	
	 	
			
			
  	 	
32$	 +@!@"5
D +@-*"


	22					
	
		
'3	
		
2
	
		
	3	
		"		


32	 +-,-" 	 	
 	  	
 
 		 	
  	
  		  	
	   	 
 
	
		32			
		2		
	
	
E	3
	
	




 	
		 	
 	
		


	
	 	
 	  	    		 


	F+@@;8'G+@@@"87
F  +8'	
   1   ;"  	
	 2	
	 	 	
 

				

"	
2

 		 	 
    	 
 
	 		
<  6
 +@@@8 $ 0   +8 'G 	    8 'G 
(   ,   *8 
 	    !8 	  + " B 	 	

	   		 	 	 
 	    !" 	  + " 
 	  	

	0  		
	
 	
 	 3 

  3	   
 	 
	      		   


  2 2			  	 2	 	
 9	
  	
	
	
	
			
	
	
				
>"
	 	   	  + " 	 2  	  	

 
 
 	    !"   4	" 	  " 
	  
	   !"	
	  + "
:+@@+"	"	

 
G	 		   
 	 
		
25
D+@-*"6		
	

	
 		  	
 		 	 		  
   

	  3  /		 +"  			 
 2  	 	
 	  	

 
	
 	  	
	
 	
 		


		
		
				
	2	
4	6
42>		
		
	
   	
 		  	 		   	 	   

			
4				
 ,
2  	2 		 
  	2	 	  	

3	G)	
			
	
		

	
 3	 42 	2	   	

   2	  	
	 
2		


      5	   	
  	
 
		
					
	
		

			2	
 C" 5	 , 	 2	
 	
 	 		    	
 	
		  
 	 	 	  	
 	 
	2	  2	  	
 3	 42 5	 * 	 
	  	
 	  
  
 	
	  2

	

 	  	  2	  < 	

  	
 	 			  2  			 	  
				

				"5	1

#!	

5  	
 	 	  		  	
 	  	2	  	
			 	  				

		
						


		
  	
 	    	
 	 	  	>  

		 		
 	   1  2 
 i 		
4		
2 ip  iq 		
 { }2,1=i B			
		
				
		
 y 	
   	
 	   	  	 

 

 	 q   y  	 2  2 		 	 ( )yqV ; 


    	
   
 		  
( ) ( ) yqUyqV +=;  	
 	 	 4		 2H	 	 	
 2	 		
Myqpqp =++ 2211 
 ( )21,qqq =  1q  2q 	 M 	 	

I    
 		 	 ( )qU    	 2
		2		
		4
	
5
D+@-*11+.11"5 ( )yqV ;  2
 y 	
		
		
	
	
  
    	
 		 I 		 2
2 	 
 iq  	 ( ) MqpqpqU +−− 2211 J		G	
	
	
		
 i 	
4		"> ( )qP
q
Up i
i
i =∂
∂
=   0>iq   { }2,1=i  B	 	
  
	 2  	
 	  	  	
 4		   i   
	"> ( )pQq ii = 
 ( )21, ppp =  1p  2p 	
B 	
	 	  	
	 1
 2 			
2
 	
   2 5
  D +@-*" 

   	 	
					9	

</	<A
 *
	
3		
		I		4			
			 1q  2q 	 y 
+

	
	 	
		 q 
2>
 ( ) ( )jijjiijjiiji qqdqqqaqaqqU 221, 22 ++−+= ββ  +"

 11 <<− d  	 	
 
G	 	 		) 
	  0=d  	
     	 1  2   	 

	
	
2
 		 	3	8  1=d 
	
	1 2 	2					
8 10 << d 
2 	
   	 2			2	 2	  
  
2			2	   4	 	
 		  	 		
	
	 d 8	 d 		
	
12 	
 1−=d 		
			
B ji aa ≠ 	
	2		

2		
4	2		
	2	
	0K3
   " 
  	   	 4	" 		 2	
	
 	 	 5   		 	   	
  
2 	

G			  	
	 d "
	
	 aaa ji == /	
	
		
4		

		 	  	
 L 4		 M  	
   	" 	
	 	
	  1== ji ββ  
 	
 	 		 	 
	 
	
		25
D+@-*"2	
		
2
	
		

   	  	  	 1  2    	 
4		"	
		
	2	
		(4+"
2H			
2			 Myqpqp =++ 2211 2>
 ( ) 21211 , qdqaqqp −−=  +"
 ( ) 12212 , qdqaqqp −−=  "
/ <NG  6   *"  /	  )
  ++" 
 	
	  i   		  	 i  	

 	
  	
		
		 " 		 2> ii Lq = 
 iL  	 	

2   2 	
 i 	
  /  	
  		"  
 	 0≥w    	  		  
 	
  i I
		22>
 ( ) iiii qwLwqC ==  *"
:	 i 2		>
 ( ) ( ) ( )[ ] ijiiiijiijii qwqqpqwqqqpqq −=−= ,,,pi  1"
/	
		2 { }2,1=i 	
	2	>
                                               
+
4			 	  	
 	2$	 +@!@"
24	  	  	
 2 5
  D +@-*" % +@@!" 0K3    "
<NG 6   *" A
 )	  + " /	 )
  ++" 
 		
	
				
					
(			
		
	<NG6  *"A

)	 + "/	)
 ++"

			
4				
 1

( )
wqdqa
q
qq
−−−=
∂
∂
21
1
211 2,pi  ;+"

( )
wqdqa
q
qq
−−−=
∂
∂
12
2
212 2,pi  ;"

	2	  	  1 2 	 	
4
	(4;+";" 1q  2q 		
2>

( ) ( ) [ ]221
1
211
2
10, qdwaqq
q
qq
−−=⇔=
∂
∂pi
 !+"

( ) ( ) [ ]112
2
212
2
10, qdwaqq
q
qq
−−=⇔=
∂
∂pi
 !"
/
	   !"	 + "	

	"

			>12	 2 
C 
  	
 	  		 	 	
 	
	 	
	 
	 	
    		 	   	

>

[ ]





−−
==
−−−+=
+
+
2
2
,1
,21,2
,2,1,1,11,1
t
tt
ttttt
qdwa
qq
wqdqaqqq α
 -"

$!





%&'


	

/   	      		 	 	
 	  	
 
	2			
4			42

	2
		 1,11,1 qqq tt ==+  2,21,2 qqq tt ==+   -"  		
" 1q  2q 	
	>

d
waqqq
+
−
===
2
*
2
*
1
*  @"

 aw < 

	 0* >q 

#2				
42	@"	
>

( ) ( )








	


−
+
−−
+
−−+
=



	


=
0
2
22
22
2221
1211
d
d
wad
d
wad
JJ
JJ
J
αα
 + "

				
#2	+ "	2>
 ( ) ( )
d
wadJJJTrT
+
−−+
=+==
2
22
: 2211
α
 ++"
 ( ) ( )( )d
wadJJJJJDetD
+
−−
=−==
22
:
2
21122211
α
 +"
	
		

		+ ">
 ( ) ( ) ( )JJtrG det2 +−= λλλ  +,"

	 ( )[ ] ( )JDetJTrQ 4: 2 −= 
		
	2			
	6
42(4@"
2   3 	2	 	   	  	  	

		)+@@8A + "

2>
</	<A
 ;






>−=
>+−=
>++=
01:)(
01:)(
01:)(
DHiii
DTTCii
DTFi
 +*"

 	    4	  +1" 	
 	
 	
 	 2
	   	> "  2	    	
	 
	

 1− "
 0=F 8"		2		
	
	

 1+ "
 0=TC 8"63532		

    	
	  	

 1"
 0=H   ( ) 1=JDet 
 ( ) 2<JTr  / 	
 	   	
 #2 	 + " 	
 	2	
			+*"2		>

( )( ) ( )
( )
( )( )
( ) ( )
( )








>
+
−++
=
>
−−
=
>
+
+++−−
=
0
22
22)(
0
2
2)(
0
22
244)(
2
2
d
dwadHiii
wadTCii
d
ddwaFi
α
α
α
 +1"
/ +1" 	   2  	
	 
 	 "  "  
 	 "  2 	 
 	
 	6
 42
*
2
*
1
* qqq ==    	2	 	

 	
  		  6353
2	
	2		"+1"	 F 	
 ( )d,α 
 	
   H		  	
   
G	 	 		
2 2 	
   	 0>α   11 <<− d  
 	

4	 ( )dΒ 	
	F +1"	2	
	

	
	42	 *2
*
1
* qqq == 	2		


2"2		
	>
 ( ) ( )( ) ( ) 0244: 2 =+++−−=Β ddwad α  +;"
'	(4+;"		
3

(	) 23	-4
	4	 ( )dΒ 	 	3413.			3	3
5
	
6		 KCdd F −== :1 		 KCdd F +== :2 	%3	
	 ( )
( ) ( )
( )wa
wawaK
wa
C
−
+−+−−
=
−
=
α
αα
α
122
:,
2
:
22
(	 "7#	
843
	 3	 9	 :4-4	 *q 	 	 -	 " ( ) 0>Β d #	 %3	 21 FF ddd << "	
8*4	 #(	 )

	 3	 	 3	 	 
	 	 
4
	 
	 ( )dΒ 	 
	 d 	 %3	
( ) 41.2>− waα 	"	3	;6	
	#(



	
2		
H			
3	G*
 

  ( ) 41.2>− waα     ( ) 8.0<− waα " 	
 	6

42 @"  	
  	 -"   	2  		
	2" 	  	
   	 		 d  
 	
 	

                                               
,
2	23		
	"	
	
2d (4+;"
*73 0>− wa 		
G3	

			
4				
 !
		 ( ) 41.28.0 <−< waα  	
			
			2	0			
	
	
	"
 d 2	

B 	 	   	   	 	2

	
 	
 	2	

		1 2 		2	
2			
	
	
	
	2		
3	42
	

		
2			2	2		"2
	
	
	
	
		
	6
42
(4 @" 
	  	

 	
      	
   	

	 d 
B 	
    	 
  		  			  	

	 	   	 3 
	
  
 	
 2	  1
Fdd =  
2
Fdd = 2	 1− 1	
7	
7/	
2		2
	
		
		


		2		
		2		
	
	

*

 $	 ( ) 41.28.0 <−< waα 	3
(	23	*	
		-	4
	
%3	3		 d 		4	"((	3	*	
	
4	
	#	
3	
4
1<3	:4-4	

	-	3
4*3			-4
	%3	 1
Fdd = (

*5	
'

/ 	  :	+ 
 	
	
 			 	
	2	
			

	
		 	  	 	 	2 	
3	 42) 	
-4   	
 G  3	  wa −  	
 

 	
  
H		α 	
d 			2			2	"

	
	G2	
	
3	
H		
	
	
>

 +" ( ) 8.0<− waα  B 	
  	
 	 	  	  ( )dΒ   d 
 11 −<Fd   12 >Fd  
 	6
 42 (4 @"  
			2		
	3			

 " ( ) 41.2>− waα  6  	 	  ( )dΒ   d  
 	6

42 (4 @"   	2 	  	
   	3	
		

,+" ( ) 41.28.0 <−< waα 
wa −
<<
20 α 
 01 1 <<− Fd 
	6

42(4@"			2 10 1 << Fd B		2	
	

   2	 
 	
   	  	 1  2  2
	

</	<A
 -
 ," ( ) 41.28.0 <−< waα  
wa −
=
2
α  
 01 =Fd  
 	6

42(4@"			2 10 1 << Fd B		2	
	

 2	
	
			  	
	
	

	
						
3	

 ,," ( ) 41.28.0 <−< waα  
wa −
>
2
α  
 10 1 << Fd  
 	6

42(4@"	2		

2	
		
1  2   	 2			 
" 	 	 2  2			2
2		


+!	





    	
 	  	 
 	
	 	
 4		 2
  	

	  	
  	
 
	  2 2 	
 
	 -"  	  	 	 	
   2	  	
 	
   	   2
    
	

	2
	-"		
 2	  	 			 < 	 	
					
'	
	
	
	3	
			 d 
 	
 2	 	  
 	
  	 	  
		> 2.2=α  2=a  1=w 

	,,"
/ 	 	
 2	   d  
   
 	
	 
	
						
	 d 1	
  	
 1"  	
	 	
  -"  	   	 
2287.01 >> d  5		  	
 	  

 	
 	  	 @" 
	 -"  	2 /  
 	
	 	
 42 		   
2		 2287.01 =Fd 
	
			
	
		2	 2.02287.0 −>> d '	
	
d        

 	     
2		
					2
	"	2

		' 	

		/,	 	

				2			 46.0−=d 
'	
 	  		 	
	 	 


	
	;"	4
					

	  	
 	 < 	   	  	
 	  		


  	
	   	
   	 		" '  3
	
	42

"
	
	<
	G	"<	 1Le 2	
	<		

	
2					/,	
1Le 		
	 d /	)  !"B	2		

		
		4					3	
 	
 	 	
	  	
2     " 		 	

 	  	 	   510=t  	 	  	
 	
 <
			 510=t 
	2
		 	
 	  
		  	
     d  	
 	 	

			
4				
 @


 1Le 		)	
<	
	 	
 3 F&3 H	  F  &3 +@!@"
	 46.0−=d  175.1=DL 1
' 3 	
 		 	 	 	   
		  		

 B  	 
 	
 		 	 	 	  	 -"  

		2		
2 1q 
			2
     + / * 	 	
 2	  1q  	
 	 	 03.00,1 =q  
01.00,2 =q   03001.00,1 =q   01001.00,2 =q  	 46.0−=d  ' 	 	
 2	
	
	
	
		
			
	



, 7	d B		> 03.00,1 =q  01.00,1 =q 

                                               
1 
 <   	 
1
1
+
=

+≤
s
s
k ksDL λ
λ
 
 kλ   	
 k 	
 <
	 s 	
	2

 0
1
>
=
s
k k
λ  0121 <+++ +sλλλ  )+@@"
</	<A
 + 


,#:
		 46.0−=d "



,$<	<	 15.05.0 −<<− d 		"


			
4				
 ++


,+5					 1q 	"B	
	> 03.00,1 =q  01.00,2 =q " 03001.00,1 =q  01001.00,2 =q 2
" 46.0−=d "

-!


  	
    		 	  	
 I

	 		  		 	
 	   
		 	  
 	  	
	  

   	
3	 		 	2 	
 4 	6
 42 


	
			

				>

	
							 	 	
  	
   	2	  	
42 	

  2	 B
	
				
					
	
				

  		2
 	
 	  	
	 	


 	
 	
			
	
			


	
		
2

		
4		2	

			
2
	
	

	
2  	
   	2	  	
 3	 42  	
 	
  	 ' 		 	
	 	  	
	  
3"					2	2"	

03
	

	
	2			

 	
		  	
	 	 2
 4	 	"  	
 23	 "
 	 	

4			



.
</	<A
 +



	
	


		


   :	 + 	 	  
 	
	 " 	 	  	
 	
1
Fdd = 2	
	 ( )1,1− " 12 >= Fdd 

<	22		
7/	


	 =,418
4	23
>(	8
			4-	 a 		b 	43	3	 ab > 	
	 ( ) 0≠aF 		 ( ) 0≠bF 	-		

	
	*	 n 		 ( )xC 	
	3	4-	

	*	3*		3	:4	 ( ) ( ) ( ) ( ){ }xFxFxFxF n,,,, ′′′ (	23	3	4-	
	5
		
3	 	 ( )ba, 	 "3	 5
	 	 
4	 %3	 
	 4#	 :4	 ( ) ( )bCaC − 	
4			
1*	*(

'	
	
	
	
	


*

 !  ?	 
	 
	 3	 %
	 

	 
	 d 	 " 1Fdd = #	 
	 3	 	 -4
	
-
4	 ( ) 0=Β d 		4	-%	 1− 		1	%3	3	

	 2Fdd = 		%	*	
3	1(

*<			
2	2>
 ( ) ( ) ( ) 0484: 2 =−−++−−=Β waddwad αα  '+"

2	 ( )waz −= α 	
	
 ( ) 844: 2 ++−−= dzzddG  '"
7	 ( )dG 			2
	
		
	 ( )dG 
	 41.2
5
12
=>z 	
	d  ( )dΒ 	
5
12
<z  
   	
	 ( ) 42 +−=′ zddG   ( ) zdG 2−=′′  
 	
 
4	
>
 ( ) ( ) ( ) 01;201;
5
1201)( <′′
>
<
⇐
<
>
′
>
<
⇐
<
> GzGzGi  ',"
 ( ) ( ) ( ) 01;01;8.0
5
401)( <−′′>−′=
>
<
⇐
<
>
− GGzGii  '*"
2+	
		
		
7/
	
 '  
> +"  	
 	   2 +   	  d  
2	 1−   1  	8 "  	
 	   2  	  


−∞=d   	8 ," 2  	
 2   
 
 −∞=d  

 1−=d 2	
		
			" d 2	
∞−   1−  

5
4
5
12
>> z  
5
4
<z "8 	
   2 +  2 	
	
	
		" d 2	 1− 1

5
4
5
12
>> z 
5
4
<z "
	
	
	 0
5
12
>> z 	 1>d 	


			
4				
 +,
   

   	  	
 7/ 	
  	

2G	
	 ( )1,1−∈d 
25/12 << z  25/4 << z  5/4<z 
+ + + + + +
( )dG   ?  ? ? ?
( )dG′  ? ? ?  ? 
( )dG ′′       
62

C "
 +  + + +
D	
 ( ) ( )11 CC −− "
+ +  

 # 

   	  	
 7/ 	
  	

2G	
	 ( )∞∞−∈ ,d 
05/12 << z 
∞−  ∞+ 
( )dG   
( )dG′  ? 
( )dG ′′   
62
C "   
D	 ( ) ( )11 CC −− " 

B	  	
	  	
	6
 42(4 @"  	
 	
	 -"  	2   21
FF ddd <<    11 <<∞− Fd   12 >Fd  	

		   	2	 		 	
 	6
 42 (4 @"  
	2	
 d 2 1Fdd = )	2	
	
	 01 =Fd  
wa −
=
2
α  01 <Fd   
wa −
<<
20 α   01 >Fd   
wa −
>
2
α 
/!!0!

(

'G06+@@@9	
	2	2	

	
F
5	O/	+ +@ @.+@+;
'G 06 0G '5 ( ''      

G	    	
 2 		 )	
	 
	5	1-+,,.+*;
'G 06 ( ''   , 6   	
 	 
	

	:
', 1+.1*
'G 06 ( ''   * 
	     
	

	')	
			+*@-*,.-; 
' ' A < :    1 5 2 2	 	 	 	

	)	
		5	;-
 +.+@
</	<A
 +*
' ' A < :    ; A2 2	   
 	

	 	  	2G   2	 63 2	 B		
A
E-+. 
7
 AB F )   + (42 	     
	
			#(7
O9G	*;!,.+  
7
AB
F)5GG3/ + 69
5	2	7	7>5D

2 ( +@,, 
 
 )	 		 2 )'">
0J	:
<NG) 6 E'   * 
 	7	 	 	> 
				
2((
E*-;-+.;@;
	' +-,-E

  :)	
P	4 
P
E
:>0
		
$ 0 #   + 
 	  	
 2  	 	  

	 	  #  ( $  	 1
!+.!*;
$	 'F +@!@ '   	  	
  	 2 7
#(+  .,
$	'F+@-;			B		(E
!+ !.+
/	<):   !
	 2    >' B5<)
	
	2			
5	O/	,!,;.!**
/	 < )
 6  ++ 
 	7	 	 	  
			
2	(7	
,+,,.**
AA + ($/	
(	02>5
A
 ' )	 )  +   7	  	   3	
(<		+ @!.!*
0K3 #     ' 	    4		 		  		
#(
@,,,.,@
0	0+@@5	2			(#,@*+.1!
F #< &3 #' +@!@ 
	 2
  	 
4	 B> :	 09 	
 09 /	 $	 (4	 
'	/:	6&36&">5
F ) +@@; 5   H		   	 

5	O/	! ,+. *-
< $ 6
 F +@@@ 6   	
 	 
	
		'9	E
-@+;1.+!,
) ' +@@ 
	 $ 
  '	 	 (
2JF">2J	:
:+@@+

5	O/	+1!,.1-+
% <$ +@@! 9 	
    7	  	 42
#(
!1+,.@
5
 6 D Q +@-* :  4		 		   		
E'6$#(+11*;.11*
	 /  +  0	  	
 	  	
()!,1 .,1!

			
4				
 +1

 # $ %  &   ! '     	


	()*+,-.+*-
